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Epreuve de Mathématiques I : Un corrigé’

Probleme 1
Etude d’une fonction définie par une intégrale

Premiere partie

. T gint
Convergence et calcul de lintégrale / — dt
0

1.1.1. On a:
. 1 —cost .
» La fonction ¢t — — est continue sur |0, +ool.
1 —cost 2 ye . oo
» On a, pour tout t € [0, +00], — |<g et, comme d’intégrale de Riemann ) est conver-
1
e T 1] — cost )
gente, alors I'intégrale —z dt est aussi convergente.
1
1 —cost 1 —cost 1
» La fonction ¢ — |————| est prolongeable par continuité en 0, car lim |————| = =, donc
t2 t—0+ t2 2
e 111 — cost . .
I’intégrale Yz dt est faussement impropre en 0 et en suite elle convergente.
0
e 011 — cost . . 1 —cost L,
Donc l'intégrale 3z dt est convergente et par suite la fonction ¢ — e est intégrable sur
0

10, +o0l.
1
1.1.2. Soit (£,a) € R? tel que 0 < & < a. Les fonctions ¢ — n et t — sint étant de classe C' sur [g,a], intégrons

donc par parties :

“ sint @1 1 = 1- 1- @1 —cost
/ Smdt:/ —xsintdt = |- x (1 — cost) —/ —5 X(1—cost)dt = cosa COSE—I—/ SOS dt.
e T e T t e Je 1 a € c t

1.1.3. e D’apres la question précédente, pour € =1, on a

%gint 1-— @1 - t
Va > 1, / Slmdtzcosa—l—ﬂzosl+/ ﬂdt.
1 t a 1 t2

1 —cost

En vertu de la question 1.1.1., la fonction ¢ — 2 est intégrable sur [1, +o0], il s’ensuit que l'intégrale

T 1 —cost @1 —cost
/ —— 45— dt est convergente, du coup, par définition de l'intégrale généralisée, lim —n —dt

1 t a—+oo Jq t

. . . 1—-cosa )
existe et est finie et, comme hI—P = ——— —1+4cosl =cosl—1, car la fonction a —> 1 — cosa est

a——+00 a
) i ¢ sint i L e T gint
bornée, alors lim —— dt existe et est finie, des lors 'intégrale —— dt est convergente.
a—+oo [y t 1
. sint . L . sint
e La fonction ¢t — 4 est continue sur |0, 1] et prolongeable par continuité en 0, car her —— =1, donc
t—0

1 ..
sin
lintégrale / ¥ dt faussement impropre en 0 et en suite elle convergente.
0

1. Ce corrigé est proposé par Adham Elbekkali, professeur de mathématiques de la classe PCSI 2 au CPGE de Tanger
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Epreuve de mathématiques I : un corrigé

. L Lgint T sint T sin ¢t .
e Conclusion : comme les intégrales ; dt et —— dt sont convergentes, alors —— dt est aussi
0 1 0

convergente.

n

1.2.1. Soient t € R\ 27Z et n € N*. On a Zcos(kt) = ZRe(eikt) = Re (Z eikt>. Comme t € R\ 27Z, alors
k=1

k=1 k=1
' n_ no , (eit)n 1 eint _ , % (e’%t — e‘it?n> i1, Sin (&t)
el 2 0 et par suite Ze’kt = Z(e”)k = ¢t - =t - =l — . =el 2 1 f .
=1 1 et — 1 et — 1 ez% (ez§ —e 7,%) sin (5)

: wit,sin (%)
Du coup Zcos(kt) =Re|e' 2 ;

) _ sin ()
sin (4)

P sin (5) sin (%)
1 ° 1 sin (%t) n+1\ sin (%) + sin (%t) cos ("glt)
2+kZ:1cos(kt) = 54— sin(%) cos( 5 t>— QSin(%)
B sin (%) + [Sin (2”2—+1t) + sin (Tt)] B sin (%t)
N 2sin (%) ~ 2sin (%)
, 1 < 1 < 1 on + 1
SltEZWZ,alors2+;cos(kt)—2+k:11—2+n— 5

: L sin (#5°4) _ 1 § (
1.2.2. En vertu de la question précédente, on a, pour tout ¢t €]0, 7], — - =5t cos(kt), donc
2sin (5) 2

k=1
™ sin (%t) /“1 - 1 o
—=Ldt = =+ Cos(k:t)dt:/ —dt + /cos(kt)dt
/0 2sin (%) 0o 2 kzl 0 2 ; 0
17" & sin(kt) ="«
- ol 2L

=0 1 t=0
1
1.3.1. e Pour tout ¢ €]0, 7], on a g(t) = Seml T donc la fonction g est de classe C* sur ]0,1] et on a
sin £
2
vi o], gty = -2 ]
T g 4sin® L 12
e Pour tout ¢ €]0, 7], on a
1 1 t—2sint t—2[L+o(t) o(t o(1
S - 1 bt 2[h +o(0) (t 0

2sini t 2sind  t0t 2[L+o0(t)] =0+ tHo(t) tmot 1+ 0(1) o+ 9(0)

e Pour tout ¢ €]0, 7], on a

t 2 t 0201
, _ cosg li—t cos 5 + 4sin” 5
g0 = eI TR T el
2 3 2
P @ @) 45§ (9) o)
50+ 4t2 sin* §
[ o(t)] +4 |5 - & +o(tY)]
50+ 4t2 sinQ%
_ Bito(t) % 1 1

-5 7 NG ~/ —_— > —.
10+ 4t2sin? L 1m0+ 442 (%)2 t—0+ 24 -0+ 24

2. Rappel : 2sinacosb = sin(a + b) — sin(a — b)
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Epreuve de mathématiques I : un corrigé

1.3.2.

1.3.3.

1.4.1.

1.4.2.

e Conclusion : la fonction g est de classe C' sur ]0,7], et de plus les limites limJr g(t) et lim+ g'(t) existent
t—0 t—0
et sont finies, donc, d’apres le théoréme de classe C' par prolongement?’, la fonction g est de classe C! sur
[0, 7].

t étant de classe C! sur [0, ], intégrons donc par parties :

Les fonctions ¢ — g(t) et t — sin

& o 2n+1 —COSZ”—Q‘HIS " T, —cos%t 2 T, 2n+1
/Og(t)sm 5 tdt:[g(t)x%;lo—/o g (t) o3 dt:2n+1/0 g'(t) cos 5 tdt.

D’apres la question 1.3.1. la fonction ¢ est de classe C! sur [0, 7], donc ¢' est continue sur le segment [0, 7],
du coup ¢ est bornée sur le segment [0, 7], c.a.d. : IM >0: Ve [0,7], |¢(t)| <M (%)

En vertu de la question précédente, on a

g 2n +1 2 g 2n+1
0< t) si tdt| = '(t tdt
< /0 g(t) sin 5 ‘ 2n+1/0 g'(t) cos 5
2 T 2n+1
< ()| |cos t|dt
= I+l /0 l9'®) ‘
2 T 2n+1
< M car |cos t| <let |g'(t)| < M dapres (x
< 525 <t (0] <M @ ()
. 2tM
 2n+1
2 M T 2 1
et, comme lim T = 0, alors, d’apres le théoreme des gendarmes, lim g(t) sin nt tdt = 0.
n—+oo 2n + 1 n—+oo Jq
Pour tout t €]0, 7], on a
i 2n41 s 2n41
sin =54 o 2n+1 |1 1 1 L 2n+1 1 sin 5=t L 2n+1
= sin t|—— = sin t|—g(t)+ = — ¢g(t)sin t,
t 2 [t 2sinl  2sinl 2 90T it | = asmr IS
donc, par passage a 'intégrale, on obtient
T ot 2n+1 T oot 2n+1
sin 5=t sin t 2 1
/ 2 qt = / 2 g(t)sin nE L ae
0 13 0 2sinj 2
™ sin 22EL¢ 4 on + 1
- / ,Qtdt—/ g(t)sin 22 e
0 2sing 0 2
™ g o 2n+1 ™ , N .
= 3 —/0 g(t)sin 5 tdt i 3 d’apres les questions 1.2.2. et 1.3.3.
™ sin 25t _ 2n +1
Calculons —=—dt en effectuant le changement de variable x = 5 t. Les nouvelles bornes de
0
1 2
I'intégrale sont 0 et m, et de plus t = x et dt = dz. Il s’ensuit que
2n +1 2n+1
/7r SiHQn;ltdt:/Qngrlﬂ— Si2n£L‘ 2 dx:/%;lﬁ sinajd%
0 t 0 mz‘ 2n -+ 1 0 X
oo t o
S S
Par ailleurs, d’apres la question 1.1.3., I'intégrale / me dx est convergente, donc lim me dz =
0 X t—+00 0 i
BRI ST G 400
/ Sy dz, alors, d’apres la caractérisation séquentielle de la limite, lim Sm dz = / Sy dx
0 X n—+oo 0 X 0 X

3. Théoréme de classe C* par prolongement : si f est de classe CF sur I \ {a} et si f(i)(:c) possede une limite finie lorsque z tend vers a

pour tout ¢ € {0,1,...,k}, alors f admet un prolongement de classe C" sur I.
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2T Gin g ™ gin 2ndly
et, comme lim dz = lim 2__ dt = — d’apres la question précédente, alors, grace
n—+oo Jo T n—+oo Jq t 2
—+00
e . . sin x T
I'unicité de la limite d’une suite, / dzr = 5
0 xr

deuxieme partie

Application a I’étude d’une fonction

2.1.1. ona:
1- t
» La fonction ¢ — 1= cosltz) est continue sur [0, +oo].
(1+1¢)?
1 — cos(tz) 2
» Pour tout ¢ € [0, +o0[, on a TEE < T

2

2 .y , oo dt
—— = ~ — et l'intégrale de Riemann
(14 t)2 t—+oo ¢2

+oco
» L’intégrale ——— dt est convergent, car —
i A L+17 © pP
est convergente.
1 — cos(tz)

(1+1¢)?

1 — cos(tx)

111 est intégrable sur

+00
Donc l'intégrale / dt converge et en suite la fonction ¢t —
0

[0, +00].

1
2.1.2. Soit a > 0. Les fonction t — sin(xt) et t — I étant de classe C* sur [0, a], intégrons donc par parties :

@ s o 1 1- I A ~1
/ sin(zt) gt — / sin(zt) x 4 = cos(xt) " B / cos(xt) " gt
0 1+t 0 14t X 1+t =0 0 T (1+t)2
1 —cos(za) n 1 /“ 1 — cos(zt)
 z(l+a) xJo (1+1)?

2.1.3. D’apres la question précédente, on a

% sin(xt) 1 —cos(za) 1 /“ 1 — cos(xt)
N 0 dt = —————F + — ——=dt.
@0 /0 1+t d1+a) Tz (A+0? .

1 — cos(tz)

W est intégrable sur [0, +oo[ d’aprés la question 2.1.1., alors l'intégrale

Puisque la fonction ¢t —

/+°° 1 — cos(tx)
0

@1 — cos(xt)

dt est convergente. Il s’ensuit que lim dt existe et est finie et, comme

(141)2 astoo Jo o (141)2
1 — cos(za) . “ sin(xt) : R PP
im —— = =0, alors, en vertu de #, lim dt existe et est finie, des lors, par définition de
a—too  x(1l+a) a—s+oo Jo 1+
, o TS +o0 gin(wt) .
la convergence d’une intégrale généralisée, I'intégrale 41 dt est convergente. De plus, par passage a
0

. +OO _
sin(xt) dt — 1/ 1 — cos(xt) dt
1 + t X 0

+oo
la limite, lorsque a — +00, dans #, on obtient / — 5
0 (1+1)

2.2. Pour tout z € R*, on a

_ [T®sin((-a2)t) ,, tosin(wt)
fleay = [ a= - [ - ),

donc la fonction f est impaire.

2.3.1. Soit z > 0. D’apres la question 2.1.3., on a f(z) = — dt. Par ailleurs, on a

1 /+°° 1 — cos(xt)
0

x (1+41)2
1 — cos(xt) 2
< <
Vit € [0,4o00[, 0< G102 S+
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donc, par croissance de l'intégrale, on obtient

toop t too 9 9 itee
o< [Tho g o | ya=l2] =
0 (1+1) o (1+1) L+t],

par suite 0 < f(z) = / M
x

des gendarmes, lim f(x)=0.
T—+00

2 2
dt < —et,comme lim — = lim 0 =0, alors, d’apres le théoreme
(141t)2 x z—toox  z—too

2.3.2. Soit z > 0. D’apres la question 2.1.3 f(z) 1/+001_C°S(xt)dtt isque les intégral /+OO LY
.3.2. Soit x . D’apres la question 2.1.3.,on a f(z) = — —— - dt et, puisque les intégrales
pre ) T TP S IRCEE
o cos(wt)
et 5 dt convergent, alors
o (1+1)
1/ [+ 1 +oo t 1 1 ]t e t
f(z) == (/ 2dt—/ cos(z )th> _ 1 [_] _/ cos(x)2dt
x \Jo (141 o (1+1) x T+t o (141
11 [*
_ _/ cos(xt) gt
r xJy (1+1)?2
1 1 oo t 1
Donc, pour monter que f(z) e 7 + O(:z:?)’ il suffit de monter que /0 (ijfxt)l dt et O(x) ou
+0o0
t
encore :c/ cos(zt) dt = 0(Q1).
o (1+1)? et

5 étant de classes C! sur [0, a], intégrons donc par

1
(1+10)?

Soit a > 0. Les fonctions t — cos(zt) et t —

parties :

@ cos(xt) @ 1 sin(zt) 1 t=a /“ sin(xt) -2
= t = f—
ZL'/O e dt ZL'/O cos(xt) X (1+t)2d x [ . X (1+t)2]to x ; . X EDE dt

_ sin(za) /QQSin(xt)d ’
0

(14 a)? (1+1¢)3
par suite
@ cos(xt) sin(za) @ 2sin(xt) |sin(za)] @|2sin(xt)
IRl = A e B A e
< 1 n 2 df — +/a+ _1]75:@_1
I e I N ) e R (N P

donc, par passage a la limite, lorsque a — 400, on obtient :

—+o00
Ve >0, |z / cos(xt)
, (1

<1,

t)?
o0 cos(at) 1 1
ainsi x/o e dt T O(1) et par conséquent f(x) e + O<x2)

1 [te1-— t
2.4.1. Soit > 0. D’apres la question 2.1.3., on a f(z) = / (11)875()3;)
0

/JFOO 1 — cos(xt) ’
0 (1+41)2

d
et 400, et de plus t = l et dt = | s’ensuit que
x x

/+°°1—Cos(:vt)dt_/+°°1—cos(u)du_1/+°°1—cosudu
0 0 ( 0 '

dt. Maintenant, calculons l'intégrale

dt en effectuant le changement de variable u = xt. Les nouvelles bornes de 'intégrale sont 0

(1+1t)? 1+2)2 r (x 4 u)?
xT
T 1 — cosu
Par conséquent f(x) = — du.
quent f(z) /0 @t u?

4. Rappelons que f(z) = O(1) signifie que la fonction est bornée au voisinage de a.
Tr—a
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2.4.2. Soient x,y €]0,+oc], on a

Vu € [0,+0], z4+u<y+u
Yu € [0, 400, (z+u)? < (y+u)?
1

<
gy +u)? " (v+u)?
— cosu 1 —cosu

(y+u)?2 = (x+u)?

T 1 — cosu T 1 — cosu
—wdu< —— du
0 (y +u) 0 (z +u)

f(y) < f(z), d’apres la question précédente

r <y

Vu € [0, +o0],

Yu € [0, +oo],

AN

donc f est strictement décroissante sur |0, +00] et, comme elle impaire d’apres la question 2.2., alors elle aussi
strictement décroissante sur | — oo, 0[.
2.5.1. Soit £ > 0.On a:

sin(xt)
(1+1)3

» La fonction t — est continue sur [0, +o0.

1
~ (1+1¢)3

sin(xt)

» Pour tout ¢ € [0, +o0[, on a (1+1)3

+00 +oo

S 1 Lo . dt

» L’intégrale 3 df est convergente, car ——— ~ — et I'intégrale de Riemann —
o (141 (14 1)3 t—too 3 . P

est convergente.
sin(xt)
(141¢)3

sin(zt)
(1+1)3

+oo
Donc l'intégrale / dt est aussi conver-
0

gente.

+oo
dt est convergente et par suite 'intégrale /
0

sin(zt)
(1+1)3

Montrons maintenant que h est de classe C! sur ]0, +oo[. Posons donc f(x,t) =

On a:
sin(xt)

(1+1¢)3

» Pour tout ¢ € [0, 4+00[, la fonction ¢ — f(z,t) = est de classe C! sur ]0, 00| et

of

vVt >0,V >0, —
ox

(x,t) = cos(zt).

t
(1+1t)3
of

» Domination : V¢ > 0,Vz > 0, ’(w,t)' <

et la fonction ¢ : t — est positive et

t
oz (1+1¢)3 (1+41t)3

1 too
intégrable sur [0, +oo[ puisque — et 'intégrale de Riemann / — est convergente.
0

(1 + t)?’ tﬁrjroo t2 2

in(xt
» Pour tout z €]0, = oo[, la fonction ¢t — f(z,t) = (Sllnigi));), est intégrable sur [0, +oo[ (on vient de le
monter).
» pour tout x €0, +oo], la fonctio tr—>8f( t) cos(xt) est continue sur [0, +00]
ur tout x 00 nction ——(x,t) = x ntinue sur o0.
p ) ) ax ) (1 +t)3 )

+oo
Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous signe intégral, la fonction h : t — / f(x,t)dt est de classe
0

C! sur )0, +oof et on a

N 0, h'(z)= T of = o !
x>0, (x) = ; %(w,t) dt = Ot cos(xt) dt.
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2.5.2. D’apres la question précédente, la fonction h est dérivable sur ]0,4o00[ et on a

400 t +o0 t
/0 (EE cos(zt) dt| < /0 '(14‘75)3 cos(xt)

teo g tot+1-1
s/ 3dt_/ e

o (1+1) o (1+1)
B /+°° 1 L e L1 ot
o @+t Q43 | 1+t 20412, 2

1 1
donc® la fonction h est §-lipschitzienne sur |0, +oco[, c.a.d. : Va,y >0, |h(z) — h(y)| < B |z — yl.

Vo >0, |h(z)| dt

2.5.3. Soit z > 0. D’apres la question 2.3.2., on a

fay=+-1 /m cos(at) g, L1y, /a cos(@t) g
0

r oz (1+1t)? r  za—too Jy (1+1)2
1
Soit a > 0. Les fonctions ¢t — cos(zt) et t — a+oe étant de classes C! sur [0, a], intégrons par parties :
@ t e 1 t) I t —2
/ cos(@ )2 dt = / cos(zt) x sdt = sin(wt) / sin(@t) dt
o (1+1) 0 (1+1) x (1+1)? 0 (141¢)3
B sm(ma g / sm xt
B 14 a)? a: (1+41)3
sin(za) sin(xt)

dt est convergente d’apres la question 2.5.1., alors,

+o0o
et, comme 0 et 'intégrale /
0

z(l4a)? a—too (1+¢)

too t 2 [T sin(wxt
passage a la limite, lorsque a — +00, on obtient / cos(z )2 dt = — / sin(z )3 dt. Par conséquent
1 2 [T sin(xt) 12
Yz > 0, =—-—-= dt = — — < h(x).
v /(@) x 22 )y (1+1)3 xr  x? (z)

Or la fonction h est de classe C' sur 10, +00] selon la question 2.5.1., alors la fonction f est aussi de classe C 1

sur ]0, +-00[ en tant que somme de produits de fonctions de classe C* sur ]0, +-o0].

+00 +00 o3 +00 o3
t t t
2.6.1. Soit x > 0. D’apres la question 1.4.2., on a/ sint dt = 5 T donc E—f(m) = / i dt—/ sin(at) dt.
0 ¢ 2 0 t 0 1+t

sin(xt)
141t

+oo
Maintenant, calculons 'intégrale / dt en effectuant le changement de variable u = xt. Les nouvelles
0

U du
bornes sont 0 et 400, et de plus t = — et dt = —. 1l s’ensuit que
x x

0 sin(xt) o sinu du o sinu
dt = —— = du.
0 ]. + t 0 ]. + o 0 T+ u

T

W_f(m):/‘“’o sinudu_/+°° sin du:a:/+oo sinw du.
2 0 u 0 T+ u 0 U(l’+u)
2.6.2. On a

T sinw L sinu oo sinw
—du ———du+ ——du
o u(r+u) g u(z+u) 1 u(z+u)
L |sinul o0 |sin ul
< —du+ ——du
0 u(z+u) 1 u(r+u)

sinu +oo 1 . .
———du+ ————dt  car |sinu| < 1etVu e [0,1], sinu >0
0 u(r+u) 1 u(z+u)

Finalement

IN

5. Si f est dérivable et si {f’| est majorée par k, alors f est k-lipschitzienne.
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2.6.3.

2.6.4.

1 U 00 1
< /du+/ ————dt  carVu e [0,1], sinu <wu

0, u(x + u) L u(x + u)

1 o0

= [ pdury [

0o T+u xll u rtu
= [In(z + u)] 2(1) lnufln (u+ x)]u e

U——+00

i
= In(z+1)—1In

< In(z+1)—Inz+1 carVw>—1,ln(w+1)§x

D’apres la question précédente, on a

+o0 3
Vo > 0, / Y g <l+n(x+1)—-Inz,
o u(x+u)
donc N
o
Ve >0, 0< x/ PR g <z4+zln(zx+1)—zle,
0 u(r+u)

et, comme lim x4+ zln(x 4+ 1) —zlnz = lim 0= 0, alors, d’apres le théoréme des gendarmes

+a:—>0Jr z—07F N

00 00 .

lim l‘/ Y gy = 0, donc, en vertu de la question 2.6.1., T_ f(z) = x/ SIY gy 0
e—0t  Jo  u(z+u) 2 o u(z+u) 0+

T
et en suite lim f(x) = —.
Puisque la fonction f est strictement décroissante sur |0, +o0[, alors

Va €]0, 400, t_lgrnoo fit) < f(z) < tlir(% f(t) et lim f(¢) = sup f(¢).

t—0+ t>0

Or, on vient de trouver que lim f(t) = T et, d’apres la question 2.3.1, on a lim f(¢) =0, alors
t—0+ 2 t—+o00

Vz €]0,+o00], 0< f(z) <

bo| 3

= sup f(¢).

t>0
Remarque : Rectifiez, dans cette question, une erreur de frappe : a la place de +oo, il faut mettre 0.

e Soit > 0. En vertu de la question 2.6.1., on a

g—f(:c):/+°° sinu du:/g sinu du+/+°° sin u du &
x o u(x+u) o u(z—+u) x u(z + u)

T T jus . +o00 .
et, d’apres la question précédente, on a f(z) < z, donc 0 < 27“) = /2 _Smu du+/ _smu du.
2 x 0 u(z+u) = u(r+u)
e On a
3 sinu 3 24 T 2
/ ——du > / —r ——du carVuE[O,—],sinusz
0 u(x+u) 0 u(@+u) 2 T
2 (2 1 2 2
= /2 du:<ln<m+>—lnx>
T™Jo THu s U
et

T ginw oo g 1 [t 1 1 1 T 1 T
sinu s [T 2L g2l L=t (@) -t e+ D).
= u(z+u) = u(z+u) vz utz w x 2 x 2

donc, en vertu de & ci-dessus, on a
z— 2 2 1 1
Yz > 0, 27]0(@ > — (ln <:v—|—> —lna:) —|—fln(ﬁ> —fln(x—FE) — +00.
x T T

5 — f(=)

Du coup, en vertu du théoreme de minoration,
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2.7. e D’apres la question 2.6.3., on a lilfn+ ft) = g, donc la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en
t—0

T
posant f(0) = 5 D’apres la question précédente, on a

Va > 0,

=— —00,
x z—0t

T
donc la courbe représentative de f admet une tangente verticale au point (0, 5)

e L’allure de la courbe représentative de f :
y

AN

NN

2.8. On a:

» En vertu de la question 2.5.3., la fonction f? est continue sur 10, +o0l.

1 1 1 1
» D’apres la question 2.3.2.,on a f(z) = —+ O<2>, donc f2(z) = S+ O<2>. Il s’en suite
x x

T—+00 I r—+oo 12

1 1
que, pour tout z > 0, f%(x) = — +g(z), avec g(x) = O<2>. Comme l'intégrale de Riemann
X r—+00 xX

+0o0 +oo
/ — est convergente, alors l'intégrale / g(x)dx est aussi convergente et par suite l'intégrale
x
. 1
f? (z) dz est convergent comme somme de deux intégrales convergentes.
1
. . 2 T 2 . 1 2
» d’apres la question 2.6.3., on a hm+ fi(x) = <§> , donc 'intégrale / f*(z) dz est convergente.
z—0 0

» la fonction f2 est positive sur |0, +-o0l.

Donc la fonction f? est intégrable sur ]0, +-ool.

adhamcpge@gmail . com 9/18 Adham Elbekkali



Epreuve de mathématiques I : un corrigé

3.1. e Soient z,y € Z, on a

Probleme 2
Etude d’un probleme de Dirichlet

Premiere partie

Fonctions harmoniques sur le graphe 74

yeVi) < |ly—z|;, = ly—z|=1 = y—zr=1louy—z=—-1 <= y=ax+louy=z—1,

donc V(z) = {z — 1,2 + 1}.

e Soit f : Z — R une fonction. On a

f est harmonique sur Z <= Vx €Z, f(x Z fly) card=1

yGV x)

= VeelZ, 2f(x)=flze—1)+f(x+1) car V(z) ={z— 1,2+ 1}

— VzelZ, flr+1)=-2f(x)+ f(x—1)=0
— VkeZ fk+2)—2f(k+1)+ f(k) =0

Dans la derniere équivalence, on a posé K = x — 1 et on a utilisé le fait que lorsque = parcours Z, alors k

parcours aussi Z.

3.2. Rappel : Soit (up)n>n, une suite réelle vérifiant

Vn >mng, Upt2 = 2Upp1 — U

(Un)n>n, €St une suite récurrente linéaire homogéne d’ordre 2 d’équation caractéristique 2 —2r+1 =0 e,

comme 1 est la seule racine de cette équation, alors il existe X\, 3 € R tels que :

Yn > ng, u, = an + S.

Notons F' I’ensemble des fonctions harmonique sur Z. Soient f : Z — R une fonction et g : Z — R la fonction

définie par

VkeZ, g(k)=f(~k).

D’apres la question précédente, on a

feF —
=

f est harmonique sur Z

VkeZ, f(k+2)—2f(k+1)+ f(k)=0
VE>0, f(k+2)—2f(k+1)+ f(k)=
VE< -1, f(k+2)—2f(k+1)+ f(k)
V>0, f(k+2)—2f(k+1)+ f(k)

Vi>1, f(=1+2)=2f(-1+1)+ f(— l) on a posé | = —k

Yk >0, f(k+2)—2f(k+1)+ f(k)=0
Vi>1, ¢g(l—2)—29(l—1)+g()=0

Vk> -1, g(k)—29(k+1)+g(k+2)=0 onaposék=1[0-2

VE>0, f(k+2)—2f(k+1)+ f(k)=0
VE>1, g(k)—2g(k+1)+gk+2)=0
0)+9(1)=0

+9(2)=0

<
—~
|
—_
~
|
[\
<
—_
S~—

9(0) —29(1

{sza flk+2)—=2f(k+1)+ f(k) =0
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Epreuve de mathématiques I : un corrigé

— Ja,p,d,8 €R:

+
— da,B,d,f €eR: ¢ VE>1, gk)=dk+ 3

Vk >0, f(k)=ak+8
VE < -1, f(k) =ak+ 8
<— Ja,feR:VEkeZ, f(k)=ak+p

<~— da,fe€R: {

donc F ={k+—ak+p8 : a,f € R} = Vect(fy : | — k, fo : k — 1), c.d.d. F est le s.e.v. de RZ engendré par
la famille (f1, f2) et, comme il est clair que cette famille est libre, alors F' est un e.v. de dimension 2 dont une

base est (f1, f2)-

e Soit x € Z. D’apres la question précédente, on a V(z) = {z — 1,2 + 1}, donc
z€llZ’) <= V(z)CZL" <= {z—1,2+1} CZ" <= z—-1#0etx+1#0 < z#1letx#—1,

ensuite [(Z*)={x €Z" : V() CZ'}={z€Z" : v # -letx#1} =7Z\{-1,0,1}.
e Notons G I'ensemble des fonctions harmoniques sur (Z). Soient f : I(Z*) — R une fonctionet g : I(Z*) — R
la fonction définie par
VkeZ, g(k) = f(—h).

ferF f est harmonique sur Z

vl e I(ZY), f Z fly) card=1
er(z
vieZ\{-1,0,1}, f(
Vi>2, f(l+1)—2f(
Vi< =2 f(l+1)-2f
Vi>2, f(l+1)—2f(

+1)=2f()+ fl-1)=0
+fl-1)=0
D+ fl-1)=0

Y+ f(I—1)=0
VIi>2, f(=1+1)=2f(=)+ f(-1-1)=0

{vz>2 FA+1) =2f(D+ fl—1)=0

[

)
(

!

!

V> 2, gl — 1)~ 20(0) + f(I+1) =0
Vh> 1, f(k+2) —20(k+ 1) + f(k) =
k) —2g(k +1) + g(k +2) = 0
k+2)=2f(k+1)— f(k)
k+1)=2g(k+1)+g(k)
EIaﬁER Vk>1, f(k)=ak+
Jo/, 8 eR : VE>1, g(k)=d'k+p

!

<<
ol
Y
=
/—\jj\/\
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Epreuve de mathématiques I : un corrigé

3.4.1.

3.4.2.

—

—

V> 1, f(k) =ak+j

Ja, 8,0/, €R :
Vk <1, f(k) = —d'k+p

Ja, 8,0/, €R : {

Vk <1, f(k) = (ak + B)xz: (k)

)
) =

Vk > 1, f(k) = (ak + B)xz: (k) + (—a'k + 8')xz- (k)
) = + (=a'k + ') xz (k)

= 3a,B.d,f €R : Vke I(Z*), f(k) = (ak + B)xzs (k) + (—a'k + B')xz= (k)

donc G = {k — (ak + B)xzz (k) + (—a'k + 8)xz= (k) : o, B,0/,8" € R} = Vect(g1 : k — kxz (k), g2 :
k — ijr(k:),gg tk— kxz+ (k),g4 : k — xz+ (k)), c.a.d. G est le s.e.v. de R? engendré par la famille

(91,92, 93, 94) et, comme est clair que cette famille est libre, alors G est un e.v. de dimension 4 dont une base

est (91,92, 93, 94)-

Soient k € Z% et | € V (k). Puisque f est positive et harmonique sur Zd, alors

2f(k)=2d% o5 S f@=f0+ Y f@) =)

z€V (k) eV (k)\{l}

Pour tout n € N, considérons ’assertion suivante

H,, : Pour tous I,k € Z% tels que ||l — k|, =n, on a f(I) < (2d) 1=kl (k).

Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, 'assertion H,, est vraie.

Initialisation : Hy est vraie. En effet, pour tous [,k € Z? tels que ||l — kll;, = 0, on a Il = k et par suit

£O = @d)IHL £ (k).

Hérédité : Soit n € N. Supposons que H,, est vraie et montrons que H, 1 est aussi vraie.

Soient I,k € Z% tels que ||l — k||, = n + 1. Posons k = (k1,...,kq), L = (I1,...,1q) et e
d

=(0,...,1,...0). On

a|l -k, = Z |l; = kil =n+1 >0, il existe donc ig € [1,d] tel que l;, — ki, # 0. Soit € le nombre valant 1

=1

si lio —kio >0et —1

Onal—k—ee;, = (I

donc

si l;, — ki, <0, donc
\lig — ki, —€] = {lio_kio_a si lig = kip >0
—(lig — kip —¢)  siliyy —kiy <O
B lig — kiy — 1 si liy — kip >0
N {—Um—hd—l sily, — kig < 0
\lig — kig| =1 sily, —kiyg >0
{lm—hJ—l siliy — kiy <0
= |liy, — ki,| — 1.

1—k1,...,lio—k‘io,...,ln—k‘n)—(O,...,&,...,O):(ll—kl,...,lio

11— (k+eei)l = |l —kal+ -+ |lig — ki — e[+ + [In — kn)]
[l — k| + -+ |l — kil — 14+ + |ln — knl
| — k| + -+ Ly — kil + -+ [l —kn| — 1

= [[l—kl, -1=n,

—kig—e,. .y ln—kn),

alors, d’apres Hy, on a f(I) < (2d)"f(k + cei,) M. par ailleurs, on a ||(k + ce;,) — k|| = ||ees|| = 1, donc
k + eei, € V(k), du coup, d’apres la question précédente, f(k + ee;,) < 2df(k) &. En combinant & et &, on
obtient f(1) < (2d)" "' f(k) = (2d)F (k).

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, H,, est vraie.
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3.4.3. Supposons qu'il existe k € Z% tel que f(k) = 0. En vertu de la question précédente et la positivité de la
fonction f, on a
viezd, 0<f(l)< )M fk) =o,
donc, pour tout I € Z¢, f (1) = 0. Ainsi f est la fonction nulle.

3.4.4. Supposons que f n’est pas la fonction nulle, donc en vertu de la question précédente, f ne s’annule jamais et,
comme f est positive, alors : VI € Z%, f(I) > 0.
Soient k.l € Z%. D’apres la question 3.4.2., on a

) < @aIHFE) = (7)) < In () Fh p (k)
= W (D) < I - Kl n(2d) + In (£ ()
— ()~ W () < I~ Ky In(2)

et, en échangeant les roles de k et [, on obtient In (f(k)) —In(f(1)) < ||l — k||, In(2d), des lors
I (f()) = In (f(K))] < Il = K[y In(2d).

Deuxieme partie

Probléme de Dirichlet sur le graphe Z>

4.1.1. Pour tout n € N, on pose

e[1] si X, =1
—e[l] si X, =-1
Z - e[ll] si X, ’
e[2] si X, =2
[

—e[2] si X, =-2

de telle sorte que

V¥n €N, Ypi1="Yn+ Zn.

n
Il en résulte que, pour tout n € N*, Y, = Z 7.
k=1
Ona A,, =«VneN, |la+Y,|; #v»et, comme |a+ Y|, <vetl|a+ Y], = |la+ Y|, £1, alors

Ay =<«VneN, Jla+ Yy, <v». Onécrit Z, = (Zy1,Zn2), donc

Ayy = «VneN' |la+Y,|, <v>»
n
a—i—ZZk
k=1

n
= «VneN*, a1+ZZk,1 +

= «Vn e N, <v>»

1
n

ag—i-ZZkQ <V>»
k=1 k=1
n
C «VneN", a1+ZZk71 <v>»
k=1
= «VneN, —v—a <ZZ;€71 <v-—a>»
k=1
n
= ﬂ (—V—al <ZZ’“1 <V—a1>,
neN* k=1
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Epreuve de mathématiques I : un corrigé

du coup
P(A,,)=P < ﬂ <—1/—a1 < ZZM < y—a1>> <P <—1/—a1 < ZZ;.M < V—al) Vn € N*,
neN* k=1 k=1
On a Z,1(Q) = {0,£1} et
1 1 1
P(Z,1=1)=P(X,=1)= T P(Z,1=-1)=PX, =-1)= T P(Z,1 =0)=P(X, =+2) = 3

Donc, puisque les variables aléatoires X, sont mutuellement indépendantes, les variables aléatoires Z,, 1 sont

1
mutuellement indépendantes et de méme loi. De plus, on a y:= E(Z,, ) =0 et o? = V(Zp1) = 7

n
Calculons maintenant lim P (—V —a1 < ZZM <v-— a1> en utilisant le théoreme de la limite centré.
n——+o00 1

1 n \/5 n
Zki—np | =—=> Ziet
i (B ) = i3

Pour tout n € N, on a

2 2 « 2
P <_V_a1 < 72Zk1 I/—a1> = P ((—V—m)\[ < i Zi1 < (V—al)\[>
n n n
2 1 = 2
= P((—y—al)f< ( Zkl—nu> S(V—a1)>
noyn\i— Vn
Soit € > 0. On a® lin%] ®(x) — &(—z) = 0, donc, par définition de la limite d’une fonction, il existe n > 0 tel
T—
que
€ €
Vo€ [-n,m), —5 < @) - @(-2) <o (%)
Ona lim (—v—a;)—= = lim (vr—a;)—= = 0, donc, par définition de la limite d’une suite, il existe ny € N
n—+o00 \/ﬁ n——+00 \/ﬁ
tel que

—77<(—V—a1)ﬁ et (V—al)\\/fggn.

n

On en déduit que, tout entier n > nyg :
V2 V2
Pl (- V—a1)7<7 Zig—np | < (v—a1)—=
( Vi Z Vi

gP(—n< 0\1/5 (sz,l—nﬂ> SU)
k=1
=P (ml/ﬁ (;Zkz,l —w) < 77) -p (ml/ﬁ (;Zk,l —w) < —n) I

D’apres le théoreme de la limite centré”, on a

P (U\lf <ZZk1 —w) <77> (U\lf <ZZk1 —?w> < 77) m@( n) — ®(—n).

t2
6. Rappelons la fonction de répartition d’une v.a. suivant une normale centrée et réduite : ¢ : z —— / T2 dt

7. Théoréme de la limite centré : si (X, )n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, admettant un moment

1
d’ordre 2, alors la suite <\/> (Z Xk —nu ,ou p = E(X1) et 0 = 0(X1), converge en loi vers la variable aléatoire suivant la loi
o\/n

n>1
normale centrée réduite.
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Il existe donc nq > ng tel que

Vn>mn;, 0P <U\1/7L (; Zk1 — n,u) < 77) - P ((j\l/ﬁ (; Zk1 — nﬂ) < —77> < ®(n) — @(-n) + %:

donc, en vertu de (x), on a

vn 2, 0§P<Wﬁn>—P<m§—n> < @(n) — &(—n) +

et en vertu de & on obtient

alnsi

V2 ¢ V2 1 V2
. o V2 -, _ o v2 1 B < (y_a Y2
nll)rilooP ( v—a1 < \/ﬁkZIZk’l <v-—m ngg—loop (—v—ay) ~ < p— ZZ’“J nu | < (v al)\/ﬁ
Finalement P (Aa,y) =0.
4.1.2. On a T,(Q2) = N, donc (T, = m),,c est un systeéme complet d’événements, c.a.d.

Q= J(T.=m) et VYmneN= (T,=n)n(T,=m)=0.
meN

Ona (Yr, e W)= (Y, e W)NQ = (Yy, e W)n | | (Tu =m)

meN

Vm,neN, n#m = [(Yr, e W)N (T, =n)|N[(Yr, e W)N (T, =m)] = (Y1, € W)N(T, =n)N(T,, =m) =0,

= |J [0, e W) N (Ta = m)] et
meN

donc, par o—additivité de la probabilité P, on a

“+oo
P(YTaeW>=P<U [(YTaeWm(Ta:m)]) =Y P((Yr, eW)N(Ta=m)) =Y P(YmeWetT,=m),
meN meN m=1

car (Yo e WetT, =0)C (T, =0) = Ay et P(As) =0 en vertu de la question précédente.

4.2.1. Posons Z = a + Y7,. Soit w € Q et n = T,(w), alors || Z(w)|; = Ha#—YTa(w)(w)Hl = |la + Y, (w)|l; = v. Ainsi
Z(Q) C 0K, et, comme JK,, est un ensemble fini, alors Z est une variable aléatoire finie et par suite, d’apres
le théoreme de transfert pour les variables aléatoires finies, la variable aléatoire ¢(Z) admet une espérance

donnée par

E(p(2)) = > ¢(2)P(Z=2)

2€Z(Q)

= Y w(z)Pla+Yr, = 2)
z€0K,

= Y #(x)P(Yr,=z-a)
z€0K,

+o0
= Z o(z) Z P(Ty=netY, =2z—a) dapresla question précédente

z€0K, n=1
+o00
= Z ng(z)P(Ta =netY,=z—a)
2€0K, n=1
= Z o(2)P(Ty, =neta+Y, =2)
n>1,2€0K,
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Epreuve de mathématiques I : un corrigé

Remarque : St a = (v — 1)e[l] et z = vell], alors ||al|, =v —1<v, z € 0K, et

1
PT,=1eta+Y1=2)=Pla+Y1=2)=PXo=1)= T
Ainsi, on ne peut pas avoir E (p(Z)) = Z o(z)P(T, =n eta+Y, = z). On verra, dans la question
n>2 2€0K,
4.2.3., que si ||a||; <v—2, alors E(p(Z)) = Z e(2)P(Tg=neta+Y, =z).
n>2, 2€0K,

4.2.2. Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et z € 9K,. On a (a+Y1)(2) = V(a), donc la famille (a+Y1 = k)pey ()

est un systéeme complet d’événements, du coup, d’apres la formule des probabilités totales :

PT,=neta+Y,=2) = Z PT,=neta+Y,=z2/a+Y,=b)Pla+Y, =0)
beV()
= = Z (To=neta+Y,=2/a+Y1=0b) car Pla+Y,=0b)=-
bGVa)

Par ailleurs, pour tout b € V(a), on a
1olly = l[(b=a) +all, <|b—aly +af, <T+v—-2=v-1<v

et par suite, par translation du probleme, P(T, = n et a+Y, = z/a+Y1 =b) = P(Iy, =n—1et b+Y,_1 = 2).
Finalement

1
P(Ta:neta-l-yn:z):z Z P(Ty=n—1letb+Y,=2)
beV(a)

4.2.3. D’apres la question 4.3.1., on a

fl@)=E(pla+Yr,)= >  @z)PT.=neta+Y,=2) (cara€ K, 1)
n>1,2€0K,

Par ailleurs, on a a +Y; € V(a), donc
la+Yill, = I((a+ Y1) —a) +af, < (e + Y1) —all, +laf, <1+v-2=v-1<v,

des lors P(Tp, = 1) = 0 et, comme (T, =leta+Y; =2) C (I, =1),il vient P(I, =leta+Y; =z) =0.

Ainsi
fla) = Z e(z)P(T,=neta+Y, =z2)
n>1, z€0K,
= Z e(2)P(T,=neta+Y,=z)
n>2, z€0K,
1 .
= Z o(z) x 1 Z P(T,=n—1letb+Y,1=2) dapres4.2.2.
7122 z€0K, keV( )
= 3 Z Z (To=n—1letb+Y,1=2)
n>2, 260K, keV (a)
1
Z Z Z @(Z)P(Ta:n_letb—l—ynilzz)
a) n>2 z€0K,
1
i Z > PP(Ti=netb+Y, =2)
)n>1 z€0K,
1
Z Z car b € V(a).
eVia

adhamcpge@gmail . com 16/18 Adham Elbekkali



Epreuve de mathématiques I : un corrigé

4.2.4. D’apres la question 4.2.1., on a

fla)=FE(pla+Yr,)) = Z w(z)P(T, =neta+Y, ==z). (car a € K,_1)
n>1, 2z€0K,

Puisque (a + Y7 = b)beV(a) est un systeme complet d’événements, alors, d’apres la formule des probabilités

totales :

Vn>1,Vz€0K, Pl,=neta+Y,=2)= Y PT,=neta+Y,=z/a+Y1=0P(a+Y;=0)
beV (a)

et par suite

fl@) = > Y we)P@u=neta+Y,=z/a+Yi=bPla+Y=b)
>1, 2e0K, beV (a)

3

Z Z p(z)P(To =neta+Y,=z2/a+Y =b) car Pla+Y,=0)=—
n>1 2€0K, beV (a)

- U Z Z p(2)P(Ty=neta+Y,=z2/a+Y,=0)
beV(a) n>1, z€0K,

.-lk\*—‘

On a ||a|l; = v — 1, donc, pour tout b € V(a), ||bl; = v ou v — 2. Il s’en suit que

1

4 Z Z 0(2)P(T,=neta+Y,=z/a+Y =Db)
beV (a) n>1, z€0K,
llolly=v

Z Z @(Z)P(Ta:neta—i—yn:z/a+Y1:b)
beV(a) n=>1, z€0K,
lIolly=v—2

e Soit b € V(a) tel que ||b|| =v. Sia+Y; =0, alors T} =1 et

Vn>2Vze 0K, \ {b}, T,#neta+Y; #z.

Du coup
P(To,=1eta+Yi=b/a+Y1=0b)=1
Vze 0K, \{b}, PIl,=1leta+Y1=2/a+Y1 =0)=0
Vn>2,Vz€0K,, PI,=neta+Y,=z2/a+Y =0)=0.
Ainsi
Z Z p(2)P(T,=neta+Y,=z2/a+Y =0b) = Z Z f(b). (carbe 0K,)
beV(a) n>1, 2€0K, beV(a) beV(a)

llbllg=v llblla = ol =v

e Soit b e V(a) tel que ||b]| =v. Sia+Y; =0, alors ||a + Y1||; # v et T, # 1, ce qui implique
P(T,=1/a+Y1=0b) =0 et par suite P(T,, =1 et a + Y, = z/a+ Y, = b) = 0 puisque
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(To =neta+Y,=2z2)C (T, =n). Ainsi

Z Z o(z)P(T,=neta+Y,=z2/a+Y1=0)
beV(a) n>1, 2€0K,
lIolly =v—2
= Z Z e(2)P(T,=neta+Y,=z2/a+Y =D)
beV(a) n>2, z€0K,
bl =v—2
= Y > 9@PT.=n—1leta+Y,1=2)car b <v
beV(a) n>2, 29K,
lIolly =v—2
= Z Z e(2)P(Ty =neta+Y, =2)

beV(a) n>1, 20K,

Il =v—2
= S F) car bl < v
beV (a)
lblly =v—2
Finalement
1
SRS IS SNURE D )
bGV (a) beV(a) bGV(a)
1ol =» llolly=v—2
4.2.5. En vertu des questions 4.2.3. et 4.2.4., pour tout a € I (K,,) ={a € Z* : |ja|;, <v—1},0ona
Z I
bGV

Ainsi f est harmonique sur I (K)).
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